Physique Statistique

3 Chapitre 9
Gaz idZal de Bosons et de Fermions

1 B_Introduction
Il existe deux types de particules en physique :

¥ Les fermions ont un spi% entier ;€ aun spins:;, He! 3 a un spins:;

¥ Les bosons ont un spin entieHe! 4 a un spins=0

¥ Il ne peut y avoir quOun fermion dans un Ztat donnZ _ §
¥ 1l nOy a pas de limite au nombre de bosons dans un Ztat donnZ

Nous avons vu que le taux dOoccupation dOune orbitale dOZhtrgeanpZrature
est donnZ par :
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Pour les bosons f(!)=—+——
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La limite classique est obtenue quant 0, ou! grand. Dans ce cas, les deux
fonctions ont la meme limite :
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Ce qui revient ~ dire quer<<n, = ( o )
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Par contre les statistiques de Fermi-Dirac et Bose-Einstein sOappliquent gugnd
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Par exemple pour He-4v.=27,8cnT.mole*, et 7, =5,9K

Pour les Zlectrons dans du cuivre!: 8,5.10% e .cm ®, et T, = 100000K .

Donc " tempZrature ambiante, les Zlectrons dans un mZtal sont dans un rZgime
guantique. 3 o
Un gaz dans un rZgime quantique est dit dZgZnZrZ.

2 b Gaz de fermions
2.1 Etat fondamental en 3D




Nous avons vu qud = 0K, la fonction f(¢) =1 pour! < u. Toutes les orbitales< u
sont occupZes. Le niveau de Fermi est donng pdr,.. La tempZrature de Fermi est donnZe
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Nous avons vu au chapitre 3, paragraphe 5, que pour un gaz parfait monoatomique que :
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! :2'—%?( (M, +n,+n’). A T=0K, tous les niveaux1<n_ sont occupZs.
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La sphere de rayom,_ dans IOespace des entigrs,, n, sZpare les Ztats pleins et
vides. On en dZduit :
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Le nombre total dOZlectrons dessous le niveau de Fermi sera :
14/ 5, I
N=2——n;= EnF
Le chiffre 2 provient du fait que les Zlectrons ont deux spins pour la meme Znergie
Le rapport; provient du fait que les,,»,,~. sont positifs, on nOutilise qu;edu
volume de la sphere.
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A':;)ni est le volume de la sphere de Fermi de rayon
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Exemple : le cuivre
Dans le cuivre, il y a environ un Zlectron libre par atome de cuivre.



La masse molaire du cuivre ggt= 63 5gmolé*, et la masse volumique du cuivre est
I =8,96g9.cm®.
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Donc :n=-—=8,49.10"cm
M
DOoe L =112.10"%J=70eV et T. =81200K

Quelle est I0Znergie des fermion2k’, cOest " dire ~ I0Ztat fondamerfi@l) =1 ?
Up=#1,= 8 D), an

avec D(n)dn = 2;4! n’dn="1n"dn, e nombre dOZtats compris emtret n+ dn

D(n) est la densitZ dOZtats dans IOespane des
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Nous avons plus haut qug =3IN dOos :
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LOZnergie moyenne par Zlectron sera :
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2.2 DensitZ dOZtats . ) 5
Soit N(!) le nombre dOorbitales dont IOZnergike ‘este nombre dOorbitales par unitZ

N()

dOZnergie esD(! ) = , cOest la densitZ dOorbitales ou la densitZ dOZtats.
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Nous avions vu que, = *, ceci est Zgalement vrai pok(! ), donc :
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Nous avions vu que, = —(331 n)
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De la meme manisre ! = §
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Autre mZthode de calcul :
Nous avons :
# 82/2 N . v #2 &'
N(’)=L%2%( que IOon peut rZ-ZcrireI(!)=32gaﬁm( 132
$ ! 2!

En prenant le logarithmeln N(!) = ;’ In! + Cte

En dZrivant :
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Finalement :D(/) =

En remplasantN(¢) par sa valeur :
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2.3 Calcul de I0Znergie cinZtique du gaz dOZlectrons dans I0Ztat fondamental : T=0K
LOZnergie cinZtique du gaz de fermiofK "

U,=# f()D()! d
AT=0,si!"!_ alors f(!)=1,si!>!,, alors f(!)=0.
Donc IQintZgration peut se faire efftret / , .

D(,):V?;;Zﬁmf Ju2
$>

v "om%” Vv "2m%” 2
U0= 2$ 2' ) (3/2( $ 2 (IS:/2
I I # &

2/3

&
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La vitesse de Fermi est donnZe par :
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2.4 Application au calcul de la chaleur spZcifique dOun gaz dOZlectrons

Quand la tempZrature passedé !/ , I0Znergie interne du gazN&lectrons
augmente :

LU =U(")#U(0)

LU= Q) " § D)

Orona:N= f: f(e)D(e) de = fOF D(e) de le premier terme est podr>0, alors que le
deuxisme est poulr =0

On multiplie les trois membres pég¢ :
=" DO =" 1,00 d!

En soustrayant terme " terme ‘U la relation ci-dessus, on obtient :
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LU Nt = § D@ #) aet § D@ #) d¥
Le premier terme dZpend de la tempZraturefipgy, alors que le deuxisme est

indZpendant de la tempZrature. .
Donc la chaleur spZcifigue dOun gaz dOZlectrons est :
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En gZnZral pour les mZta{7'|* <<0,01 donc la fOﬂCtIOﬂ? est tres petit, et nOest
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apprZciable que vers=!,
Puisque! <<! _, alors on peut faire |Oapproximati@i() = D(e.). Onaalors:
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Or pour un gaz de fermionsf(!) =
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On montre quOaux basses tempZrat , donc :
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Nous avions vu qué(/) = Z’IN
Donc : Co=tkin . =tienT
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La chaleur spZcifique des Zlectrons est proportionnelle ~ la tempZrature, alors que pour
les solides elle est proportionnelle au cube de la tempZrature.

Exemple : Chaleur spZcifique des mZtaux
On peut Zcrire la chaleur spZcifique dOun mZtal sous la forme :

C,=!T+AT
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2 T,

Le premier terme de droite est dZ aux Zlectrons, et le second aux vibrations du rZseau.
Le premier terme domine " basses tempZratures

avec I =




3 b_Gaz de Bosons

3.1 Potentiel chimique ~ T=0K

Au zZro absolu, lesl bosons occupent I0Ztat fondamental. A une tempZrature proche du
zZro, mais non nulle, certaines molZcules occupent des orbitales dOZnergie plus ZlevZe

Le taux dOoccupation est donnZ par :

1
= ay
exp- i #1
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Le nombre de particules occupant |IOZtat fondament@lest donnZ par :

fo,1y=— 1

exp /H "1

Quand la tempZrature” 0, on peut Zcrire :

, . 1 "l
lim f(0,/)=N=1Ilim =
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Nous savons quOau zZro absolu touted legrticules sont dans |OZtat fondamental,
donclim f(0,! )= N, mais en dZveloppant |Oexponentielle, on obtient aussi :
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Il faut donc quelﬁ <<1
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Exemple : IOhZlium-4
N=10%?cm?® Si T=1K on obtient :u=-1,4.10""J

I I , ~ . ) e
“ :'kl;:lo22 <<1, IOapproximation est donc justifiZe.

3.2 Occupation des orbitales en fonction de la tempZrature
a) DensitZ dOZtats pour un gaz de bosons B
On fait le meme raisonnement quOavec les fermions, mais cette fois, il NnOy a pas de

dZgZnZrescence dzZ a séin On a donc :
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b) Condensation de Bose-Einstein
On sZpare IOoccupation en deux contributions :
N=Ny(1)+ N,(!)
N, (!)est le nombre de bosons dans la phase condensZe au niveau fondamental
N_(!)est le nombre de bosons dans la phase normale excitZe ;
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f(")) est la fonction de distribution dOune distribution de Bose-Einstein
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Si N,(t) est grand, alorslﬁ <<1 donc:e*" #1
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On en dZduit V,(!) = o)1
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Le nombre de bosons dans |OZtat excitZ est :
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TempZrature de condensation de Bose-Einstein
COest la tempZraturetelle queV, (!, )=V

Donc :
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Le nombre de bosons dans |0Ztat fondamental est :

) #u &/21
N,=N! N,=NH! %
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Pour IOhZlium-4, on troudg = 3K



