Physique Statistique

Chapitre 5
Distribution de Gibbs (Grand Canonique)

1 BDZfinition du potentiel chimique § 3
Deux systemes S1 et S2 sont en Zquilibre thermique, et Zchanggarteses entre
elles.

1.1 Les potentiels chimiquegy, et 1, (Energie potentielle chimique)

dN, dN»

_>(:X(2<_
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RZservoir ~ T constant

A 10Zquilibre thermique, les deux systemes ont la memeZrature donc

!/, =1/, ouT =T,

Le systeme total est isolZ "~ tempZratdreonstante. Le nombre total de particules est
constant ! ;! 1,1 I"#

Quand on ouvre la vanne, il y transfert de particules dOun systeme vers IQautre. Un
Zquilibre diffusif est atteint quaniti particules sont transfZrZes dOun systeme vers IQautre
dal, ! 1111 Par dZfinition, le travail ~ effectuer sur le systemepBur transfZrer dN

particules de § Sy est: dW,, =, dN, =! udN .
U est le potentiel chimique du systeme. Le systemereSoit dN, particules, et son
Znergie augmente aBAL,=1LdN,=! 1,dN
De manisre gZnZrale, le travahimique pour transfZrer dN molZcules est Zgal
dW.=UdN

Lorsque le nombre de particules dOun systeme dont le potentiel chimique est
augmente de dN, son Znergie chimique augment de la qudftitZ udN . A 10Zquilibre
diffusif, 1, =, .

Si les deux systemes sont en Zquilibre thermique et diffusif, alors

M=, et!, =1,0uT =T,

On peut donc Zcrire le deuxisme principe déhermodynamique

dU =dQ+dwW =/d" — pdV +udN

Si V=Cte et U=Cte, alors /d" =-udN



ST H _
On en dZduit Z= @—
(UV

Le nombre dOZtats accessibles au systsf® &st:

g(N’U)= I 91(N11U1)-92(N2’U2)-
U,,U,
Ceci est similaire " ce qui a ZtZ vu aupitra 2.
A 10Zquilibre, le terme le plus grand de la somnuessusg, (N;,U, ).g,(N,,U,)
dZcrit le systeme dans sa configuration la plus probable, et donne les propriZtZs physiques du

systeme total. Il y aura aussi transfert de particules,;e#tN\, varient au cours du transfert
ainsi que Yet U,. Donc g est une fonction de U et N.

g=g,.9, donc " 10Zquilibre dg=0
COQest " dire dg=g,.dg, +g,.dg,=0
En remplasant dget dg, on peut rZcrire:

d %&0 dU, +5 9 dN+ ($'_ du ;!i%dN-l- 0
! + + ! + ! -=

998, O By, Mg, Vs, M

On a les relabns:

U, +U, =Cte Donc: dU, =-dU,

N, + N, =Cte Donc: dN, =!dN,

On regroupe les termes, et on divise pakg

)l"!g% 1.1g, % )l"!g% 1.1g, %
¢ (—$—=2' -dU, +—$ = (—$—==' -dN, =0
#g, # U 8fg|1 g, # U, &qz'- #g, # N, &91 o, #N, ,®

Ou encore

"I Ing % % » ) "I'lng %

o Ingllo( l'lng, du, = lIng, %0 ( Ing, /° dN,

#1U, & #1U, &, - #IN, & #!N, &.

Pour que cette ZgalitZ stwtijours vZrifiZe, il faut que

) % " % - ) % " % »
-|$' Ingll ($ |ng2| =O et -|ﬂ:\J 111gZ| $ lngl 1 _0
#1U, & #'U, &,. #IN, & HIN, g .

Sachant quéng=/ , on en dZduit



1% "1 % : 1_1

gL =g -2 Soit: —=— Donc: /, =1,

#u & #U,& PR

n 0, n [0)

¢!!1-/0 =¢!'I2'/0 Soit: H_H Donc: u, =

AN g HN,g o S
1 X 2 ) 1 2

A 10Zquilibre, les tempZratures sont Zgales, et les potentiels chimiques sont Zgaux.

1.2 Potentiel chimique et Znergie libre de Helmoltz
On avu queF=U#/" donc:
dF =dU+/d" ! "d/
Nous avons vu prZcZdemment que le deuxieme principe de la thermodynamique conduit
“:dU=!pdV+udN! /d” SiV et! sont constants, alors
dF = udN
On en dZduit

”!F%

“=Hing,

1.3 Diffusion des particules

On se place " V et fixes. Supposons quOau dZpart > u,. LOZnergie libre F doit
diminuer quand on va vers I0Zquilibre, donc dF<0.

D Oapres la relatiodF = 4dN , on aura

dF = dN, +1,dN, = 1, dN, - 1N, :(/J1 _.uz)le

Commey, > U, , pour que dF<O0, il faut que @kD.
Les particules diffusent du potentiel chimique le plus haut vers le plus bas.

Dimension dey =[] est une Znergie, on IOexprime souvent en eV.

2 BFacteur de GibbsDEnsemble grandcanonique

Fonction de partition grand canonique

CQest la gZnZralisation de la statistique de Boltzmann (Zquilibre thermique) " celle de
Gibbs (Zquilibre diffusif).

2.1 Facteur de Gibbs
Soit un rZservoir R ~ une tempZrature T donnZe. Un systeme Bquelibre diffusif
avec R.
(R+S) forment un systeme isolZ " tempZrature constante.
Le nombre de particulesyhst constant
LOZnergie totaleyldst constante.
On suppose que le potentiel chimique du rZservoir est supZrieur ~ celui du systeme

Ug > Us Ce qui signifie quOil y a Zchange de particules entre R et S.

A un instant donnZ -
S a N particules dOZnergie totale

R a N-N particules dOZnergie tothlg! ¢



Pour mesurer les prgpriZtZs de (R+S), on deresiin ensemble de systemes identiques
(R+S), chacun dans des Ztats accessibles de (R+S). Quelle est alors, la probabilitZ de trouver
des systemes 0+ S a une Znergjeet N, particules.

Rappel:
Les Ztats accesdes de(R+S) sont

grr ! D TRCol VI =11 0 1)

|
La probabilitZ est proportionnelle aux Ztats accessibles au rZservoir R quand S est
spZcifiZ. o
Si S est spZcifiZ, alots (! lg)
DOo« !y =Xt 10 )
g(R)=9g(Ny ! Ny, Up! /)

Donc, P(Ng,/) est proportionnel ! (!, ! 1 11, —1,), le nombre dOZtats accessibles
de R quand S a IOZnetgie

DOoe on dZduit

P(N,.¢,) - 9(Ng ! Ny, Uy ! &)
P(N,.&,)  9(Ny! N,Up! &)

COest le rapport des probabilitZs de trouver le systsme S dans legVZiats et

(No.f). )
Par dZfinition de IOentropie on a
9(N,U) =exp(c(N,U))

PNy, /) _exp” (N ! Ny,Ug !t ) _
P(N,,/5)  exp” (No! Np,Up! /)

Donc: exp" "

Avect ! =1 (No" NyyUs" )" 1 (Ng™ NauUy™ ™)

On fait un dZveloppement en sZrie de Taylor avec deux variables

) o) &  #vy &
I(NOI Nl’UO! 1)=-I (Noyuo)! Nl?éﬁN_o'(UO! l?éﬁU_O'(NO-'_""

On en dZduit donc

N N e B ) I
T 1 z-aNOUO 1 2-8UONO




e % g . . : . .
Or 1=$'—' I est la tempZrature du rZservoir R, mais aussi de S, car ils sont en

I #U&,
Zquilibre thermique.
p_ &
Or =t
NG
DOos: ! ! :&Nl "N, f‘u.. éﬁ,ﬁ " #;f
$ " $
Nlu_ll
- P(Nl,ll)_eXp -
On en dZduit =
P(N2. ) g et =t

Nu!'!

"

P(N,!) est proportionnel au facteur de Gibdg

1/
Le facteur de Boltzmann vaut pour comparaissp—

Gibbs est la distribution Grand Canonique, alors que Boltzmann elsttédution
Canonique.

2.2 Fonction de partition Grand Canonique
De la meme maniere que pour la fonction de partition Canonique, nous calculons

m un N I "
Z(u!)=" " exp~t
N - /
COQest la somme de tous les facteurs de Gibbs correspondant aux Ztats possibles de S
ayant N particules et dOZnergieN)

La probabilitZ dOavoir le systeme dans I@RXtdt) sera:

Nul 7,

"

Z

exp
P(N,/,)=

Car: 1 | P(N,/)=1

[\

s

2.3 Nombre moyen de particules
Rappel:
Notation on Zcrira plus spplement ' > =y

N &g N,eg



La valeur moyenne dOune fonction est donnZe par

f=f(NJ9=1 f(NJ.P(N,/Y

N./g
1/
— NEXPN/J,,' - . Nu! ¢
N=" —— avec Z(u,t)=" exp——=
N,/g Z N,eg
donc%:EENexpNM_ s
ou N
~ — "1z%
DOos N=! 'z’
lU&Z
—  "llnzY
Donc | N=71 '
'y &

COQest le nombre moyen de particules dans le systsme S ~ T donnZe en Zquilibre diffusif

avec le rZservoir R.

A=exp K1 1®activitZ absolue

On appelle H
T
n ) " , o
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Finalement |N=!

2.4 Energie du systeme "~ IOZquilibre diffusif

Nu! e
_ £, exp
U=¢, =" P(N,g)e, =" T
N,gg N,g Z
CherchonsNu! I, =Nu! ! =Nu!' U
— 1) L |/
Donc: Nu! /. =" (N,u..s)exzp (NH--S)=%§=#L#Z avec!=,—1,

N,s



or U=Nu-Nu-!,

donc U =Nu! IIInZ
B
Or NOUS avons vu qu&z!(alnz):l alﬂ)
ou "\ 9
~ T I &
DOos U=ob—"—(Inz
$plu 1B
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COest I0Znergie du systeme ~ 10Zquilibre diffusif.

En comparaison U = —ilnz Pour 1O6Zquilibre diffusif

2.5 Energie libre de Gibbs

LOZnergie libre de HelmhotiZcrit le systeme " volume et tempZrature constants.
Cependant beaucoup dOexpZriences de la physique sont rZalisZs ~ pression et tempZrature
constants.

On introduit pour cela I0Znergie libre de Gibbs

A

G=U!10+pV
Soit un systeme en contact tingique avec un rZservoir ~ la tempZratireonstante, tel
gue le nombre de particules N soit constant. Supposonk gu@ soient constants.

On aura dG=dU -/d" + pdV

On avait vu que /d” =dU! udN + pdv
Donc dG=udN

Comme N=Cte alors dG=0

G est I0extremum pour toutes les variatiohset p constants
En fait G doit stre minimum, cad/ >0

LOZquilibre dOun systeme en contact avec un rZserasitpZrature constante et
pression constante est tel que G est minimum.




3 Fonction de partition grand canonique classique
Au chapitre 4, nous avons vu que

2N mmmi

NN

exp(! /H(q, p))dp . dg

3 Zy est la fonction de partition canonique du systeme de N particules. Dans le cas dOun
Zquilibre diffusif entre un syst'me S de volume V et un rZservoir R de particules ~ la
tempZrature T, de potentiel chimigue la fonction de partitio grand canonique sera

z=" 12, avec A =e*

La probabilitZ pour que le systeme soit dans I0Ztat caractZrisZ par |IOhamiltoeien H
un nombre de particules N dans IOespace des phases de dlokestdonnZ par

e ! (Hy" Nu) 2N dl

P(N,T)d! = > TES




