Physique Statistique

Chapitre 3
Distribution de Boltzmann : distribution canonique

1 — Facteur de Boltzmann
Soit un systeme S en contact thermique avec un trés gros systeme R appelé réservoir.

Le systeme S a une énergie € <<U,

Ur+Ugs=Uy=Cte

R

Avec Ur>>Ug

Energie Totale : Ur=Uo-¢

L’ensemble a une énergie totale Uy=Cte. Les états accessibles du systéme S ont des
énergies €. L’énergie du réservoir est alors Up-€.

1.1 — Probabilité pour que le systéme S ait I’énergie €,
Nombre d’états accessibles du systeme R+S

8res = EgR (Uo —& )'gs (Es )
Si le systeme S est dans ’état spécifique s d’énergie € alors :
8s (gx ) =1 donc g, = EgR (Uo —& )~g(5s ) = EgR (Uo _gs)

Quelle est la probabilité pour que S en équilibre thermique avec R se trouve dans
Pétat s ?
P( )= Nombre.d'états.accessibles.de.R.quand.S.a.l' énergie.c,
’ Nombre.total.d' états.accessibles.de.(R +S)

(o —,) Ple,)- Selbome) 3 g0 (Uy—¢,) = Cre

Pe) S o Ser(U-5,)

Si on choisit deux situations de S avec less énergies respectives : €1 et €.
P(.s1 ) _ gR(U0 -g ) B exp(aR(U0 -g ))

P(e‘z) B 8x (U0 —82) B exp(OR(Uo —82))

avec o, =Ing, onaura: O'R(UO —,91)=1ngR(U0 —81)

Alors :

donc g, (U0 -g ) = expaR(Uo -g )

M:expa U -¢ |-0,|U,-¢
P(Sz) [R( 0 1) R( 0 2)]



= exp[AaR] avec Ao, = [GR(UO - £ )—GR(UO —52)]

Le développement de Taylor est :
df 1 L(d*f
xX,—a)=fx,|-al=— +—a | —
slo-a)=ste)-o( ) +3e(
On peut donc développer de la méme maniere :

0
GR(UO —s)=UR(U0)—£(aGR)V7N+...=OR(U0)—£+... car ( 8(;]R

ou T

Oy (UO —5) -0, (UO) = _75 en négligeant les termes d’ordre supérieur

donc: Ao, = [OR(UO .y )_GR(UO —52)] __|¢

On en déduit :

£ —&

Aoy=-——2=
T

Par ailleurs

Donc : P(e). proportionnel.d.exp(_—g) , ¢’est la fonction de Boltzmann
T

1.2 Fonction de partition

Sion pose Z(7)= Eexp(_% )
’ T

C’est une sommation sur tous les états s du systeme.

exp(_ 3)
Alors, P(sx)=TT

Eexp(-j)=l

Ceci est vrai, puisque EP (gs)= ] yA

Donc a une température T donnée :

exp &
kT

Z

P(sx ) =

) = 1 (vu au chapitre 2)
V.N T



P(ss ) est la distribution canonique ou de Boltzmann, et Z est la fonction de partition

canonique du systéme.

1.3 Energie moyenne U d’un systéme en équilibre thermique

U=(e,)= ZESP({;‘S)

On va montrer que :

_ ,9(InZ)
or
en effet
J s exp| - E,.exp|——
dnZ 57 22 p(r) 12f PTe)
=== == =—U
ot VA Z T V4 T
Jd(InZ
Donc|U =1° (InZ)
ot
2 - Pression

2.1 Expression en fonction de U, a o constant

Soit un systeme donné dans un état s, d’énergie &, enfermé dans un volume V' a N
particules en équilibre thermique 7" . On suppose une 1égére diminution de V' produite par des
forces extérieures . La variation de volume est trés lente (réversible), ce qui fait que le
systeme reste dans 1’états s, faisant passer le volume de V a V-AV avec AV>0.

AV=AAx A est I’aire du cylindre
La force par unité d’aire dans le cylindre est Ps (pression)
On en déduit : IAX

Pour un petit déplacement Ax réversible du piston : lF

A(e;) = PAAx = PAV (1)

Le développement de Taylor :

e, (V-AV)=¢, (V)_(f;;

)AV+....

e, (V-AV)-¢, (V)= -(‘j;; )AV

A(ss)=—(f;;)AV 2)



en identifiant (1) et (2) on en deduit: P, =- Zi;

Pour avoir la pression, on fait la moyenne sur tous les états s.

P=<Ps>=-(%)a avec U =(s, )

La dérivée est a o constante car le nombre d’états n’a pas changé. L’entropie est
constante.

2.2 Expression de P en fonction de o a U constant
Pour un systéme donné a nombre de particules N constant, le nombre d’états g, et donc
o (ou S) ne dépend quede U et V.

Donc da(U,V)=(a—O) dU+(a—O) av
oU ), V),

Si on choisit dU et dV tels que le terme de droite soit nul, c’est a dire o=Cte , alors

i) )

(ao) ((SU) (aa)
O=[—| | —| +|—
au J,\ov ), \av ),
(5—U) E(&) et d’autre part 15(6—0)
ov), \avV), T \dU),
donc 0=l(&) +(a—0)

T\dV /), \oV/,

). =~ (&v),

Donc P= T(—)

2.3 Identité thermodynamique

On a vu que : 0(U,V)=>da=(a—a) dU+(a—U) av
aU ), .

Or: (6_0) =l et (6_0) =£
w), t wv), t



Donc do = la’U+£a’V
T T

et dS =%dU+§dV car o=S/k et T=kT

tdo =dU + pdV

TdS =dU + pdV

dU =TdS - pdV TdS=dQ et dW =-pdV

On retrouve la premiere loi de la thermodynamique : dU =dQ +dW
dQ >0 si le systéme recoit de la chaleur
dW >0 si le systeme recoit du travail

3 — Energie libre de Hemoltz
Soit la fonction :

|[F=U-10=U-TS|

F est appelée 1’énergie libre de Hemoltz. Cette fonction a le réle de U en physique
statistique a température constante dans les processus mécaniques ordinaires qui sont a
entropie constante (pas de changement interne autorisé).

L’¢énergie libre régle le conflit entre minimum d’énergie et maximum d’entropie pour un
systeme S en contact thermique avec un réservoir R si le volume de S reste constant.

Extremum de F
Soit le systeme S a 1I’équilibre thermique avec un réservoir R.
R+S forment le systeme total isolé. Il y a transfert réversible de chaleur de R vers S.

dF, =dU_ -tdo, a T ou T constant

Pour avoir un extremum, il faut dF, =0a T et V constant, ce qui permet de trouver
I’extremum.

4 — Relations différentielles
4.1 Pression en fonction de F.

F=U-7t0
donc : dF =dU -tdo - odt
or dU =tdo - pdV
d’ou dF =-pdV - odt

dF = -pdV - SdT
de méme dF=(i) dV+(£) dt

v/, T /y
On en déduit : p=—(£) ot 0=_(ﬁ)
oV . ot v

F=U-7t0



oF

A%

aw
oV

i
oV

)

49
-

Si o est constant, on retrouve :

P=_(6U)

v
4.2 F en fonction de Z
F=U-t0 ouF=U-TS

)

donc p = —(

aw
A%

io
A%

avec 0=—(£) d’ou F=U+T(i)
a7 Jy aT /y
o(F/
U=F_T(E) __p[ET)
ot /y iT ),
oF
T|— | =-F
oF/T ( )
Démonstration : -7’ u = TZM—2V=F_T(g) _U
ot v T 0T v
- JoF/T
Donc : —12]= (—)
T ot
|4
- olF/t d(InZ
Or U=rzalnz d’ou _12]= (F/z) __ (InZ)
ot T T v T
. . ) F
Par identification : —=-InZ
T

F=—-tinZ=-kTInZ

5 — Gaz parfait monoatomique (premiére approche)

5.1 Systéme a un atome (monoatomique)

C’est un systeéme sans vibration, ni rotation, sans spin. Il n’existe que le mouvement de
translation.

Soit un atome de masse m dans une boite cubique de c6té L, libre de s’y déplacer.

HY = E¥Y
Nous avons vu au chapitre 1 que pour le cas d’une particule dans une boite :

2
[-h_vz + V(x,y,z)]‘l’ -EW
2m



h2

Ici V(x,y,2)=0 donc EW = — VY
2m
n.J
On démontre que ¥ = Asin nxzrx .sin yL 4 .sin nzztz avec n,n ,n_ entiers >0

On démontre en mécanique quantique que :

€, = h_z(%)z (nf +n; +nf)

2m

Comme V=L, Les niveaux se rapprochent quand V augmente.

Fonction de partition d’un atome dans une boite (N=1)

z - Eexp( ) 53 Sewle ot )

h? (ﬂ)'2 1
avec @' = —| = | —
2m\L ) kT

Si le spectre est trés dense, on remplace les sommes par des intégrales :

Z, = j‘dnxj‘afnyj‘dnz.exp(—oz2 (ni +nf, +n’ ))
0 0 0

Mais comme le systéme est isotrope dans les trois directions :

| Fesn(-cnt)an ]

On pose an=X donc adn, =dX

o 3
Donc : Z, = d—Xe’le or f dX—£
, a
3
Z =|—||—
a 2
L3
Z = 5 32
(277 / mkT)
Le volume V=I et la concentration pour un seul atome sera n=%
kT 3/2 n
On pose n, = m ~| =Cte aT=Cte zZ =
27h n

n, = Concentration quantique, dépend de la nature des particules, et est indépendant du
volume.
n, =un atome dans un volume de dimension A} avec A, la longuer d’onde de de

Broglie

Démonstration :
Ay = longueur d’onde de de Broglie



p=mv=hk=2—ﬂhd’01‘1 ).B=@
Ay my
Or lmv2 = ngT V= f3kBT Ay = _2ah
2 2 m 3mk,T
3 (4.712712 )3/2 ; Ak T 32
My=——57 37|
(3mk,T) A, \4x’n

A 1
n, estdu méme ordre de grandeur que —

B

On peut donc écrire que :| n

Exemple : Cas de [’hélium a la pression atmosphérique et température ambiante
Une mole occupe 22,4 litres, soit 6.10% atomes.

23
n—&=3.1019 /em’

©22.4.10°

_L_ mkT
A \4xtw

3/2
) ~10% /em® A, =10"%cm

n _ .. . - .
Donc : — =107 on est donc dans les conditions d’un gaz parfait, pas d’intéraction

1,

entre les atomes.

En général si — <<1on est dans le régime des gaz parfaits

n,

Quelle est I’énergie d’un atome en mouvement de translation ?

Nous avons vu au § 1.3 que :

Nous savons que Z, =n,V or

3/2
mr2 v
27h

dlnZ 3dlnt 31

T =5 T _21

Donc : Z =(

3 3

Donc U =—t==kT
2 2

U, = <e, >= . a(laan

3/2
L [T
T\ 2k’

%kT par degré de liberté



5.2 Systéme a N particules
Particules discernables différentes
On considére N boites avec chacune une particule

L
. o 0 0 o o
{
1 2 N

La fonction de partition de N boites différentes sera :

Zy=2,(1).Z4(1)....2. (1) (1)
Donc I’énergie totale sera la somme des énergies :

ey =€,(1)+€;(2)+.......ec(N) (2)

Si a la place on a N particules qui n’interagissent pas entre elles, et qui sont
discernables, la fonction de partition sera identique, puisqu’il n’y a pas de différence entre des
particules dans des boites séparées ou ces mémes particules dans une seule boite, et sans
interactions entre elles. Donc :

Zy=2,(1).Z4(1).... 2. (1) 3)
De méme :

ey =€,(1)+€5(2)+......ec(N) (4)
Si toutes les particules ont la méme masse, alors : ~ Z, =Z"

Particules indiscernables identiques
Un des états sera comme précédemment :

ey =€, (1)+&5(1)+....ec(1)

Au total, on compte N ! états de trop.

On doit donc corriger avec le facteur de Gibbs %

Z

Donc : Zy "N

5.3 Energie moyenne de N particules identiques (mouvement de translation)

dlnZ z
UN=1:2% avec ZN:ﬁ
_— o(NInz, -InN1) . a(zvlnzl)_r2 d(InN1)
ot T T
d(InN'1)
Or =0

aT



,0InZ,

Donc U, =Nt = NU,
ot
Uy, = %NkT Soit N fois 1’énergie d’une particule
5.4 Energie libre
F=U-TS=U-t0
ZN
Or, F=-tInZ, et Zy =ﬁ

Donc: F=-tInZ" +7tInN!

Pour N grand, la formule de Sterling : InN!=NInN-N
ka )3/2 _( mt )3/2

27h’ 2rh’
Donc F=-tNInZ, +tInN!

OrZ =nV avecn, =(

F=-tN

3/2
In m_rz +InV
27h

+7(NInN-N)

5.5 Pression d’un gaz parfait

p__(ﬁ)_ﬂ
Vv Vv
Donc : pV =Nt =NkT

Pour une mole, N= Nombre d’Abogadro=6.10"
k=1,38.10 J/K
On a R=Nk=8,32 J/K.mole, on retrouve pour une mole :

pV =RT

5.6 Entropie d’un gaz parfait-Equation de Sakur-Tetrode

)
O'=_ —_—
aT /y

F=-tInZ"+tInN!

3/2
mt )

2’

3/2
mr2 v
27h

avec Z, =n,V =(

+1'Ni

o=NIn
ot

3/2
In7*? +1n m_rz 1%
27h

-NInN+N

10



n._ 5 N )
o=N [ln—q + —] avec n= V la concentration

n
3/2
mt 11 5
- — + J—
2ah*] nl| 2

5.7 Chaleur spécifique d’un gaz parfait (mouvement de translation)

On peut écrire aussi :

S=kN|In

On a dU=TdS-pdV

Et dU=dQ+dW

Si on maintient les autres variables constantes, si on apporte 60 , la température va
varier de 6T

a) Premiere loi
dU=dQ-+dW=dQ-pdV
Si le volume est constant alors 6Q=06U

(57 ~(57), (57, 4o -[F)
or), \or), \ar), aT ),

b) Gaz parfait monoatomique a 3 dimensions

C, = %(%NkT) = ;Nk , cela correspond au mouvement de translation
Vv

Pour une mole d’un gaz parfait |C, = %R =12,5J /K / mole

¢) Degrés de liberté
U= %kT par degré de liberté de translation
Dans le cas général :

3 . . .
U= EkT + rotations + vibrations
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