Physique Statistique

Chapitre 3
Distribution de Boltzmann : distribution canonique

1 DBFacteur de Boltzmann

Soit un systemeS en contact thermique avec un tres gros systRrappelZ rZservoir.
Le systeme S a une Znergie<Uy

Ur+Us=Uqy=Cte

Avec Ur>>Us R

Energie Totale Ur=Uq-¢

LOensemble a une Znergie tdthteCte. Les Ztats accessibles du syst@®munt des
Znergiess. LOZnergie du rZservoir est aldf%s.

1.1BProbabilitZ pour que le systsme S ait I0Znergie
Nombre dOZtats accessibles du systeme R+S

8Rris = ! 8r (UO b )'gS('Is)

Si le systemeS est dans |OZtat spZcifiguOZnergies alors:
6o (1) -1 donere 1 0.(U," L)a(t) - oa(U," 1)

__ Quelle est la probabilitZ pour que S en Zquilibre thermique avec R se trouve dans
|OZtat 8
P(! ) _ Nombred' Zats.accessiblesde Rquand.S” .| Znergie/
° Nombretotal .d' Aats.accessiblesde.(R+9)

_ gR(UO!!s) _ gR(UO_'IS) " —
P(’s)=+ (Us1 1)1 P(!S)-m avec! gq(U," /;)=Cte

Si on choisit deux situations de $ea les Znergies respectives ete..
P(1) _ga(Us! 1) _ eXp(UR(UO! /1))
S AR TAEARET QR TAER)

avec!  =Ing, onauraog(U,! /) =Ingy(U,! /)

Alors:




Le dZveloppement de Taylor est

f(xo - a) = f(xo) - a(%)mo +%a2 (%)x:xo +.....avec a<<y

On peut donc dZvelopper de la meme marnisre
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' == (vu auchapitre 2)
N
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en nZgligeant les termes dOordre supZrieur

!R(Uo! )l ! R(U0)=!—;

doncist =071 (0= =3
On endZduit:
1/ =" "1 i ”2
/. ~
Par ailleurs EE':lg:exp(! / R):_ i/ .
! eXp%ﬁ%(

. n "1y L .
Donc: P(!).proportionnel. exp%—& , cOest la fonction de Boltzmann

1.2 Fonction de partition

Si on posez(/) = expg L+

lonposeZ(!/)=( exps——='
s H &

COest une sommation sur tous les Zthisysteme.
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Alors, P(!S) :#‘

| oon f‘
: EXpoﬁ{TS
Ceci est vrai, puisque | P(ss) :ST =1

Donc " une tempZratufe donnZe
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P(!S) est la distribution canonique ou de Boltzmanry, est la fonction de partition
canonique du systeme.



1.3 Energie moyenne U dOun systeme en Zquilibre thermique

U :<!S>:2!SP(!S)

, NI L
! .exp$—= !,.exp$—=
_ &_ &
U=( z =( ( "1
S S e)(p “S|
S &
On va montrer que
U=Iz!(InZ)
VA
en effet
AR #on &
1z S expop —S " expop -
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2 - Pression

2.1 Expression en fonction d&J ,~ ! constant

Soit un systeme donnZ dans un ZatdOZnergies, enfermZ dans un volume™ N
particules en Zquilibre thermique. On suppose une IZgere diminution\deproduite par des
forces extZrieuresLa variation de volume est tres lente (rZversible), ddajt que le
systeme reste dans I0Ztats s, faisant passer le volume dAV ayecAV>0.

Pour un petit dZplacemefix rZversible du piston .
AV=AAX A est IQaire du cylindre
La force par unitZ dOaire dans le cylindr&@sgpression)
On en dZduit IAx
A)! YRV T
. Ps, T
Le dZveloppement de Taylor 5 LN,V
d!
I (V=-AV)=!_(V)-|—=|AV +....
(v-av)=1,)- %] .
#d! &
(VI V)L (V)=Tg—="V
(VI L (V) =t e
#il &
F(,)="%—=(lV 2

~ /
en identifiant (1) et (2) on en dZduit P, =! d

Pour avoir la pression, on fait la moyenne sur tous les</tats



#U&
= =1 ={(1
P <PS> .%@v(! avecU <S>
La dZrivZe est o constang car le nombre dOZtats nOa pas changZ. LOentropie est
constante.

2.2 Expression deP en fonction de! ~ U constant
Pour un systeme donnZ " nombre de particiNeonstant, le nombre dOZttst donc
! (ouS) ne dZpend que de¢etV.

0,

Donc d/ (U,V) :%Zdu +§%'8/:dv

Si on choisitdU etdV tels que le terme de droite soit nul, cOest “/dir€te, alors
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Donc Pﬂ_%l&,

2.3 IdentitZ thermodynamique

"1 % "1 %
Onavuque/ (UV)! df :%'&/du +£W86 dv

"% _1 "I1%_p

Or:%&,_T et %&,:

Donc d! :,—l,dU +,—F,)dV

et dS:%dU +$dv car! =S/k et! =kT



1d" =dU + pdv
TdS=dU + pdV
dU =TdS! padVv TdS=dQ etdw =! pdV

On retrouve la premiere loi de taermodynamique dU =dQ+dwW
dQ >0 sile systeme reeoit de la chaleur
dW > 0si le systeme re<oit du travail

3 DPEnergie libre de Hemoltz
Soit la fonction :

[FTU" 7" =0"TS]

F est appelZe |OZnergie libre de Hemoltz. Cette fonction a lderWlen physique
statisique " tempZrature constanti&ns les processus mZcaniques ordinaires qui sont
entropie constante (pas de changement interne autorisZ).

LOZnergie libre regle le dtihentre minimum dOZnergie et maximum dOentropie pour un
systemeS en contact thermigque avec un rZserfosi le volume deS reste constant.

Extremumde F 3
Soit le systemeS™ 10Zquilibre thermique avec un rZserRir
R+Sforment le systeme total isolZ. Il y a transfert rZversible de chaléRneesS.

dF, =du,! /d", " I ou T constant
Pour avoir un extremum, il fautF, =0~ T et V constant, ce qui permet de trouver
|Oextremum.

4 DRelations diffZrentielles
4.1 Pression en fonction de F.

F=U!/"
donc: dF =dU! zdo! odr

or dU=1d" - pdV
dOoe dF=1pdv!1d"

dF =! pdv! AT

de m dF ¢ Pav e F Py
e meme g——& ﬁrr&

On en dZduit p=!9 et ! =
p g?v(!
F=U! /"
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) (&)
p=-|—1 +!

Vv ), Vv /,
Si ! est constant, on retrouve

=

4.2 F en fonction de Z

F=U!/" ouF=U!TS
#"F& IIIF(y
avec! =10 dOoe F=U+!
éﬁ?( ﬁf&/
#'F& #(F/1\&
U= Fll%ﬁf( _”2$("/ )(
HF&
19 I'F
. #(F/1\& ( o
DZmonstration: !!20/( )( :!_/2-’—2\/:':! 7 FZ?L:U
$ "y ! I,
Fl!
Donc: —U=?§,¥(
OrU:!Z!InZ déO' #:?Q_I(F/_T)((&:I "(IHZ)
H $ "t Y, "T

Par identification =1InZ

F=17InZ=!KTInZ

5 bGaz parfait monoatomigue (premiere approche)

5.1 Systeme ~ un atome(monoatomique) N
COest un systeme sans vibration, ni rotation, sans spin. Il nOexiste que le mouvement de

trandation.
Soit un atome de massedans une bo’te cubique de c™iibre de sOy dZplacer

H! =E!
Nous avons vu au chapitre 1 que pour le cas dOune particule dans une bo’te

#!2"2+V & £
oYy —— =
&z (%,Y,2)() =E)

II|2

Ici V(x,y,z)=0 doncE! =—#?!
2m



. . n!/x . nly . nlz
On dZmontre qué = Asin XL .8in VL y.sm ZL avecn,,n,,n, entiers >0

On dZmontre en mZcanique quantique:

”__#Lé(n +n7+n )

Comme V=L3, Les niveaux se rapprochent quahdugmente.

Fonction de partition dOun atome dans une b¢Ne1)
17 %

2= eogir (ool eniom)
,_ 121181
Ve o Lo T

Si le spectre est tres dense, on remplace les sommes par des intZgrales

Z,="dn, "dn," dnz.exp(#! ?(nZ+n2+ nf))
0 0 0
Mais comme le syst-me est isotrope dans les trois directions

Z &#bxp(' I *n 2)dn %
On pose! n=X donc ! dn, =dX

dX lx2 . ® _x? \/’—
Donc: Z, &# ) orfoe dX:7

= 32
(2! 2 1k
Le volumeV=L3 et la concentration pour un seul atome sevé

! $" n
On posen =#m_k'|'& =Cte " T=Cte zZ, ==
201 %04 n
n, = Concentration quantique, dZpend de la nature des particules, et est indZpendant du

volume.
n, = un atome dans un volume dienension /3 avec !/ la longuer dOonde de de

Broglie

DZmonstratior:
Ig= longueur dOonde de de Broglie
I ~
p=mv=tk=2"" dBos A =%
Iy mv
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Exemple Cas de IOhZlium ~ la pression atmosphZrique et tempZrature ambiante
Une mole occupe 22,4 litres, soit 6#18tomes.

_ 6102 _

:_:- ' 25 3 7 1 "8
N, 3 #—4”2!208% 10 /cm® /5! 10 °cm

Donc: X1 10° on est donc dans les conditions d®un gaz parfait, pas dOintZraction

entre les atomes.

En gZnZral sit <<1lon est dans le rZgime des gaz parfaits

N,

Quelle est I0ZnerdOun atome en mouvement de translafion
Nous avons vu au & 1.3 que

.21 InZ
Uy =(h)=""—
_ _! 3m/ §/2
Nous savons qué&, =n,\V or nq—fﬁzu! 208/%
| 2
S 3m/ §/
Donc: Z =#——& V
1 ,,2nh2%
dlnZ _34Iln/ 31
al 2 9/ 21
_3,_3 1 o s
Donc U, —5! _EkT EkT par degrZ de libertZ

5.2 Systeme " N particules 5
Particules discernables diffZrentes
On considere N bo"tes avec chacune une particule




La fonction de partition dbl bo"tes diffZrentes sera

Z, =2 (1)..Z (2)......Z, (N) 1)
Donc IOZnergie totale sera la somme des Znergies
L=l (O+1(2)+..... )  (N) (2)

Si " la place on aN particules qui nOinteragissent pas entre elles, et qui sont
discernables, la fonction de partition sera identique, puisquOil nOy a pas de diffifhedes
particules dans des bo’tes sZparZes ou ces memes particules dans une seule bo’te, et sans
interactions entre elles. Donc

Z,=2,(1)..2,(2)......Z, (N) (3)
De meme:

Iy=1 (D) +1.(2)+...... . (N) (4)
Si toutes les particules ont la meme masse, alorsZ, =Z

Particules indiscernables identiques
Un des Ztats sera comme prZcZdemment

f=1 ()4 (2) %t (N)

Au total, on compte N Ztats de trop.

On doit donc corriger avec le facteur de GibN%“s

_Z

Donc: NN

5.3Energie moyenne de N particules identiqgues (mouvement de translation)

N
UNzlzaanN avec ZN:Z—l
al N!
_,.!(NInZ,"InNY) 1 (NInZ,) 1 (in)
N 1/ 1/ Y
I'(InN!
Or (In ):O
1/
|
DoncUN:N!2£:NUl
U, :gNkT Soit N fois I0Znergie dOune particule
5.4Energie libre
F=ul'rts=u!'!"
ZN
or, F=1/InZ, ot Zy=



Donc: F=!/InZ)+!InN!

Pour N grand, Iaformule de SterlingnN!= NInN-N
kT S ! $°

Orz =nV avecn, Z#W% o 26&/0

DoncF=!/NInZ +/InN!

(v +
F=!/NIng———" +InV-+/ (NInN! N)
jrre
5.5 Pression dOun gaz parfait
#'F& I'N
p:l%ﬁf(__
Donc: pV =N/ = NKT

Pour une mole, N= Nombre dOAbogadro=8.10
k=1,38.10"° J/K
On a R=Nk=8,32 J/K.mole, on retrouve pour une mole

pV =RT

5.6 Entropie dOun gaz parfaiEquation de SakurTetrode
#'F&

! _I?T(

F=1/InZ"+/InN!

! 1 $°
avecZ, -nV #3m2& V
||2"| /0
§/2 * ' | $g/2 *
! —Nln)#3 & V. +IN_)|nI3’2+In#3” =& V,. NInN+N
2 2#1 204 + -!z "2"1°0% .
n )
I =N In—q+§ avecn:E la concentration
n 2 V

On peut Zcrire aussi

*

18213 5
S= kN)ln?Zulz% 1g,3

n§2

5.7 Chaleur spZcifiqgue dOun gaz parfait (mouvement denslation)
On a dU=TdSpdV
Et dU=dQ+dW

1C



Si on maintient les autres variables constantes, si on apji@rt& tempZrature va
varier de!/T

a) Premiere loi
dU=dQ+dW=dQpdV
Si le volume est constant aIer=' U

liug 1'u "1U%
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b) Gaz parfait monoatomique ~ 3 dimensions
I n

C = —g NkT'&/ :gNk cela correspond au mouvement de translation

Pour une mole dOun gaz paridl, :nglz, 5J/K /mole

c) DegrZs de libertZ
U :%kT par degrZ de libertZ de translation
Dans le cas gZnZral

U= g KT +rotations+ vibrations
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