Physique Statistique

Chapitre 1 :
Etats Quantiques Stationnaires dOun Systeme de Particules

1 Etats stationnaires dOun systeme ~ N particules

En mZcanique quantique, chaque particule est caractZrisZe par sa fonction dOonde
P(rt) et dOZnergik solution de I0Zquation deh&dinger:

H (7 =in D (:t) (1)

A IOuninbre, quand le nombre N de particatd®Znergie E ne varient pas avec le
temps, cette Zquation devient

H! () =E! () (2)

Cas dOune particule dans une bo"te
Dans ce cas, |0Zqguation (2) devient
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On suppose V =0 dans la bo’te, etV =
sur les bords.
LOZquation (3) sOZcrit donc
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Si la bo’te est cubique de c™IZR |a X
solution sera
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Chaque fonction dOonde dZcrit un Ztat quantique caractZrisZ par une Znergie donnZe.
Pour une particule, la fonction dOonde est souvent appaidiea@ E

Pour un systeme "N particules, il peut y avoir plusieurs fonctions dOonde (Ztats
quantiques) ceespondant ~ une seule Znergie. On dit que ce niveau est dZgZnZrZ. Le nombre

d(v)ZEatvs ayant la meme Znergie est appelZmultiplicitZ dOZtatou le nombre de
dZgZnZrescences.



En physique statistique, il est important de dZnombrer le nombre déiXats;e qui va
permettre de dZterminer les propriZtZs thermodynamiques du syst'me physique.
2 Exemples simples des Ztats quantiques et des multiplicitZs
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Particules dans une bo”te cubique



3 Systeme modsle " deux Ztats quantiques

Pour simplifier I0Ztude, on suppose quélesrticules nOont que deux Ztats possibles.
On dit que cOest un systeme binaire. Par exemple une cha’ne de petits aimants (spins) situZs le
long dOune ligne sZparZe dOune distatceimZrotZs de” N.

ey

Si aucun champ magnZtiqqe nOest appliquZ, les aimants possedent chacun un champ
magnZtiquan orientZ de faeon alZatoire vers le haut ou le bas. Par exermplg,le champ
est vers le haut, etn sQOil est vers le bas.

N=10

- —

Autre exemple de systeme binaire
¥ Un parking avec 10 places occupZes ou vides.
¥ Un lancer de 10 pisces en regardant le rZspltatou face.

Question:
_ Combieny &-il de fasons de ranger céspetits aimants indZpendants et discernables
COest le nombre de configurations.
RZponse
Pour le premier aimant/- m
Pour le deuxisme aimant/- m
EE..

Il'y a donc2" configuratiors possibles. Chaque fason reprZsente une configuration
possible pour le systeme, cOest ™ dire un Ztat quantique possible.

Si N=2, les Ztats quantiques seront
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Si N=3, les Ztats quantiques seront

I I A O B A A
[ S I A A A



4 Moment magnZtique totaldu systeme

LNy . >
Soit M =1 m , le moment magnZtique total dé¢simants de moment magnZtigoe.
i=1

Les valeurs possibles cM seront
Nm, (N2)m, (N4)m, (N6)m, EE -Nm

Il y a donc N+1 valeurpossibles pour™Ztats quantiques. Dans le cas gZnZral N>>1,
alors 2'>>N+1.

Il y a beaucoup plus dOZtats quantiques que de valeurs de moments magMZtiques
Certaines valeurs des moments magnZtiddiesont donc dgZnZrZes.
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Dans le cas gZnZral, M=Nm, et MNm sont les sealZtats singuliers.
_ Iy a OGN E fasons dOavoir wseulaimant vers le bas et tous les autres vers le haut, et
rZciproquement. Dans ce cas, le champ magnZtique sera

M=(N-1)m + ¢m)=(N-2)m



COQest ce que I0on vZrifie

2 Ztats
3 Ztats

<<
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N=2
N=3

5 ReprZsentation symbolique o
On peut retrouver les rZsultats prZcZdents en faisant des multiplications symboliques

Cas N=2
(1+1).(P+1) =+ L+ 11+

On retrouve les 4 cas prZcZdents

6 EnumZration des Ztats et leurs multiplicitZs (dZgZnZrescences)
On appdk ces petits aimants ~ deux Ztats des systemes de mament

On appelle Nle nombre de systemé's
On appelle Nle nombre de systemes

Donc:
N++ N.=N N est le nombre total de systmes
N:-N.=s sest |Oexces de spin

Quand on inverse |Qorientation dOun spin, IOexces varie de deux unitZesDonc
toujours un entier paisest une variable alZatoire qui variebe™ +N.

On peut Zcrire

M =sm

M=sm avecs positif ou nZgatif e

Les valeurs de varient deEN ~ +N (entier pair). Par commoditZpmme on traite de
grands nombregn prendraN entier tres grand et pair.

On aura alors

+ |
N+ = N+s et N! :N_S
Exemple: N=2, alors 2=4 configurations possibles
s= #t une seule configuration
s=0 "# ou#" deux configurations
S=+2 " une seule configuration



__ Si on applique un champ magnZtique externe au systeme on lui communique de
|OZnergie dont la valesst:

E . =!M.B B est I®induction magnZtique appliquZe

E, =!smB

Dans IOexemple ~ deux spins, on trouve trois niveaux dOZngdgipeRdant des trois
valeurs de s-2, 0, +2). o

E et B2 ne sont pas dZgZnZrZs 3

Eo est doublement dZgZnZrZ (multiplicitZ double)

) = 11t bt

On peut Zcrire
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Pour nOimporte quel:N

On trouve ce dZveloppement par le dZveloppement du bin™me
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Si t=N, =%S avec t=0, s=N et avec t=N, 9%
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La loi binomiale pour les spins sOZcrit
+N
N N! N+ | N=
+ =
(1+1) ; A
Le coefficient du termeét¥+" ' donne le nombre de configurations aydntspins vers

le haut etN. spins vers le bas dOexces de sgin€0est donc la multiplicitZ de cet Ztat
caractZrisZ par le nomlse

N! _ NI
!N+s§! N’ Sé_ N,I.N. !
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CQest le nombre de configurations poss{btagfigurations) pour produire avec N spins
le moment magnZtique total M=sm.

On note g(N,s)=

Le nombre total de configurations est
+N

2"=" g(N,s)

s=IN

Pour un systeme de N particules ayant chacune 2 Ztats propres, le nombre dOZtats
possibles (configurations possb) ese".

Si N=10, 2°=1024

~ 100
s=0 ’ g(lo, O) - ﬁ - 252

s=+2, g(10,42)= =2 =210
- T el

=24, g(10,£4)= 1% ~120

- T3
s=+6, g(10 +6)=ﬂ=45

o T 812!

100
s=+8, g(lO,i8)—ﬁ—10
|
=410, g(10,410)= 2 =1
10!.0!
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Quelle est la probabilitZ dOavoir une configuration (un Ztat) prZsentant le moment
magnZtique M=sm

7 Largeur de la fonction multiplicitZ dOZtatg)(N, s)

Par expZrience, un systme physique en Zquilibre thermique (" tempZrature constante)
conserve des propriZtZs bien dZfinies proches des valeurs moyennes stationnaires, cOest ~ dire
" probabilitZ maximum. La fonctiog(N,s) doit stre tres rade comme un pic, comme on le

voit ci-dessus avec le schZma pour N=10.
En gZnZral N est tres grand, et on cherdoe&c une approximation analytique de

a(N,s).




7.1 Approximation de g(N,s) pour N grand
Comme N est grand,g(N,s) est grand aussi. On prZfere donc travailler avec le
logarithme NZpZrienIng(N,s).

Or nous avons vu que

d(N,s)=

N! N
IN+s$IN"s§ N, LN !
R
Ing(N,s):In(N!)—In(N;S)!—In(NZ_S)!

ou

Ing(N,s)=In(N!)-In(N,1)! In(N, 1)

donc:

Formule de Sterling:

PourN grand, il existe IQapproximation

NI = (2! N)HZNNexpé N+ﬁ+ ...... .

N Ztant grand, on peut nZingfélw devant N

Donc N!'=(2/ N)"“N"exp(! N)
En prenant le logarithme des deux membregshent:

In(NY)=2In(2! ) +ZIn(N)+NIn(N) - N
Ou encore

|n(N!):%|n(2/)+§¢N +%§}n(N)' N

0

Calcul deIn(g(N,s))

In (Nl)—%ln(2/)+;¢N+;$ a(N)' N (6)
de la meme faeon

In(N,1)= %| (2/)+#N, +%$In(N+) N, @)

ln(N! ):%1 21) +§N +10/1n(N|) N, (8)



En remplacaniN parN.+N. dans (6), on obtient
In(N!)=%In(2! )! %InN +InN+(N, +N, ).In(N)-N, -N_

1 (2! 1 1
IN(N)=ZIn[ = |+|N,+=+N_+=|.In(N)-N, =N 9
P =ghg (Mg gy
Si on fait IQopZratior(9)-(8)-(7), sachant que
Ing(N,s)=In(N!)! In(N,1)! In(N, 1)
On obtient
|

|ng(N,s):%|n%%§:;¢N++%an(N)+;;N. +%§n(N)' (N++N.)' %In(Z!)' ;#N++%§)n(N+)+N+ ZIn(27)" #N. +2§0n( )

0

1 1 "
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123
or si on fait un dZveloppement limitdn(1+/) =11 'E+§| ......
2
on obtient InN+ =1 In2+il S .
N N 2N
2
de meme : Inizllnzl—| S
N N 2N?
Donc:
52 $ s, ¢ 9%
In Ns——l N+_#12+— #12— &
n(9(N.9)=Linf L .+ 1R SRR . TE.
En regroupant Ies termes
1$! s s, &9
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2
Finalement In(g(N,s)):%In%t%%Nan' ZS_N
H 0

1
2

2
g(N,0)= /mzN

s

g(N,s):g(N,O)é.TN

Si s=0, In(g(N,0))= 1@9&%% NIn2
: 0

g(N,s) que 10on note ausg(s), est appelZe distribution de Gauss.

9(N.s)

19(N,0)
2P

P
L
//i:/ / \

-2NY? 0 +(2N)2 S

v

7.2 Nombre total de configurations possibles . N
Le nombre total de configurations est |OintZgrale de moins 1O0infini ~ plus Oinfini du
nombre de configurations.

+

Ho(N,s)ds=2" COest IOaire hachurZe sous la courbe

Nous comparons le calcul exact avec N=50, " la valeur approchZe obtenue avec la

relation des grands nombreg(N,0) = /%2“

11



N! S0!

Valeur exacte g(N,0)=———= =1,264.10"
2 2
Valeur approchZeg(N, 0) = 2% 2 =1,270.10"

3,14x50

On voit que pour N=50 la valeur approchZe est quasiment identique " la valeur exacte.

Largeur de la distribution de Gauss

N,Q
On calcule la largeur de la distribution de Gauss quand la hauteug—(ocauk)

e
~ _ N,0
Quand $=2N, cOest " dire=+/2N , anrsg(N,\/ZN) -9(\.0)
e
La largeur de la fonction de distribution Gaussienne:sera
' s=2v2N
Il est intZressant de comparer la largesr” la variation des qui va deEN ~ +N
s _2J2N _ |2

La largeur est dOautant plus faible que N est grand.

8 Rappels des probabilitZs
Pour continuer avec la physique statistique, nous avons besoin de certains outils du
calcul des probabilitZs.

Cas du lancer dOurgsce de monnaie

Soit$ le nombre de lancers dOune pisce de monnaie, il Ypamesures.
Soit$ ¢ le nombre de mesures donnant face.

Soit$p le nombre de mesures donnant pile.

On auradonc$:+$p=9%

- /
La probabilitZ de trouver face serg. :'I—F

-~ /
La probabilitZ de trouver pile serd), = ,—P

Donc: P-+P=1

12



8.1 Valeur moyenne dOensemble

Au lieu dOenvoyed pisces de monnaies en meme temps, on peut Bteieces de
monnaie en meme temps.

On peut donc dire que

Un systeme d& mesures est Zquivalen$systemes de une mesufe

Exemple:Valeur moyenne des notes dOune classe de N Zlsves
Soitsla note de chaque Zl-ve, elle varie de 0~ 20.
Ns est le nombre dOZlsves ayant obtenus lasnote

P, = % ed la probabilitz dOavoir la natdans cette classe.

Ng-O+N;. 1+ N, 2+....N,.20 _ [ Ny.s
N & N
s=l P.s

S

La note moyenn&est donc S =

ThZoreme ergodique (ou dOergodicitZ) o
La valeur moyenne dOensembles est supposZe Zgale ~ lanmjenne de la fonction

f(t) qui prendra des valeurs diffZrentes f(t) ~ des tempE @iffZrents au cours dOune pZriode
CTE.

()

lT
f=—1 f(t)dt
L

En pratique cela signifie quOun systeme qui peut atteindre un certain nombre dOZtats, si
on lui en laise le temps, passera par tous ces Ztats ~ un moment ou ~ un autre. Evidemment si
le nombre de particules est tres ZlevZ, les chances que le systsme passe par certains Ztats est
tres faible. Par exemple dans une piece o se trouve un tres grand nombreldeutas de
gaz, dOapres le thZoreme dOergodicitZ, ~ un moment donnZ, toutes les molZcules pourraient se
retrouver dans un coin de la piece, laissant le reste de la piece vide. Ceci est vrai, mais il
faudrait attendre des temps astronomiques pour queital@eahance de se produire.

8.2 ConsZquences § 3
Soientf(s) etg(s)deux observables dZpendant de la variable alZatoire

g=! R[f(9+90)

S

PLEATEENAYE)

:?+

)

f+
+9
+

f
f

(@)
Q|
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i) Si C est une constante

Cf=l PCf(9)
cf=cl R f(s)
Cf=Cf

_ i) Soient f(s) et g(t) deux observables dZpendant slest t, variables alZatoires
indZpendantes

P =PR
f9.90-! | P10

f&e0=11 PP f(s).80)

s

f).e0=1 P f P g

N

f.g=f.g

8.3 Dispersion ou variance

Soitsla valeur dOune variable alZatoire. Sai valeur moyenne.
LOZcart absolu ou la fluctuation est donnZe par

1 —
P S=5 S

La valeur moyenne des Zcatts est:

la valeur moyenne des Zcarts Ztant nulle, on dZfinit la variance ou I0Zcart quadratique
moyen des:

On mesure donc mieux avec la variance les fluctuations de la valgur de

(15)*=(s"5)° =s2" 255 +(5)" =s2" 255 +(5)?

(=5 ()

14



La dimension de |OZcart quadratique moyen est celui du carrZ de
8.4 DZviation standard ou Zcart type

I's= V(! s)2 est appelZe dZviation standard ou Zcart type
Il a la dimension ds.

Remarques ~ retenir. 5
Dans le cas dOun systeme dpaticules identiques dZpendant de la variable s,;on a

Dispersion ou variance ou Zcart quadratique moyen (! s)2 "N

0?
I
S
2]

La dZviation standard ou Zcart type

=~

z|g @

LOZcart type fractionnel relatif est

9 - Valeurs moyennes de la distribution de Gauss

_ Revenons “ la distribution de Gauss de la fonction multipliGi(&)gdu systeme modsle
"~ 2 Ztats prZcZdents.

| SZ “gN(S)
N,s)=g(N,0)exp—
g(N.s)=g(N.0)exp_= o)
/
_! 2 $jz // \
é / \\
Valeursmoyennes // \

\
5= / \
ls=s"5=5 ] \
- _ / \
As=s=0 /’ AN
Ce qui correspond au cas gZnZral. 0 S
Dispersion

(19)"=(s"5)° =(s" 0)" =2 #0

Calcul & cette dispersion
La dZfinition dOune valeur moyenne:est(s)=1 P, f(s)

Ps:g(l\L’S) donc: &= g(l\Ls)Sz
2 2

S

Dans le cas de la distribution de Gauss

15



(N.0) I s?
_ + gIN,u)exp—
= 2N g2gs

Pour N grand

2

On pose 25—|\|=x2 % S=2NX2 %s=v2NX % ds=+2NdX

— * g(N,0
Donc = #%exp! X2.2NX2/2NdX

—z_g(N,O)
===

!
or, !#Xzexp(! xz)dx = \/;

(2n)* e exp(! X*)ax

2

2N

o

12
Et g(N,O)=1;;tm

Donc &= —(2N)3'2\/Z:2N
I'N 4

La variance (dispersion) est donc

N

dans le cas de la Gaussienrg=0 donc (! s)2 ~=2N" N

LOZcart type sera alorss=4/(! s)° =v2N " VN

LOZcart type fractionnel sera
ko d
As _N2N _ 1

2N 2N 2N

Sl



10 Energie du systeme binaire (modele)

Soient N spins ~ IOZquilibre thermique sans champ magnZtique externe. Chaque spin a
IOZquiprobabilitZ de se trouven!

En moyenne N+=% et N, =% ets=0

Si on applique un champ magtiqueB , IOZnergie sete=! MB
avecmcomme moment magnZtique dOun aimant

LOZnergie totale sera
N —
U=l 4 =8l m
1 i
U, =-B(N,m- N_mm)
avec |Oexces de spa= N, ! N, on obtient U_ =! Bs

En posanﬂ\?l =sm on obtient U, =! MB

Chaque changement de spin fait varier IOZnergie de 2mB
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